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Resumen
En este trabajo se presenta el modelo biomeca´nico de una pro´tesis de pierna. Con el objetivo de estudiar el cambio de velocidad en
la unio´n pro´tesis-mun˜o´n al momento del impacto del pie con el suelo, esta´ se modelo´ como un sistema resorte-amortiguador, per-
mitiendo evidenciar la necesidad de construir la unio´n mun˜o´n-pro´tesis con dispositivos de impedancia meca´nica variable. Adema´s
se desarrollo´ un simulador con el objetivo de hacer representaciones virtuales de un paciente con pro´tesis. Para ello se modelo´ al
paciente como un robot bı´pedo planar, el simulador permite estudiar el efecto de las fuerzas de impacto con el suelo de la unio´n
pro´tesis-mun˜o´n como una etapa anterior a la implementacio´n real de la misma. Copyright c© 2014 CEA. Publicado por Elsevier
Espan˜a, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introduccio´n
El uso de la robo´tica para asistencia me´dica va en aumento,
(Dellon and Matsuoka, 2007). Actualmente, grandes centros
de rehabilitacio´n esta´n incluyendo el uso de sistemas robo´ticos
para facilitar los procesos de rehabilitacio´n en aquellas condi-
ciones de salud donde se requiere la pra´ctica de acciones es-
pecı´ﬁcas con repeticio´n constante y precisa, como es el caso
del entrenamiento de la marcha en pacientes con secuelas de
enfermedad cerebrovascular (ECV) o trauma craneoencefa´lico
(TEC). Estos robots han sido disen˜ados para contribuir al for-
talecimiento de las extremidades de´biles o asistir a las sesiones
de entrenamiento, (Jime´nez-Fabia´n and Verlinden, 2012, Mar-
tins et al., 2012).
La investigacio´n en robots bı´pedos ha contribuido al desarro-
llo de pro´tesis de pierna activa o pasiva, (Hermini et al., 2001,
Kim and Oh, 2001, Rovetta and Chettibi, 2003). La tecnologı´a
robo´tica puede ayudar a construir robots bı´pedos que permitan
emular la marcha humana, (Vazquez and Velasco-Villa, 2013),
encaminada a construir pro´tesis inferiores o exoesqueletos que
ayuden a caminar y a realizar otras actividades musculares que
de otro modo serı´an imposibles. En los trabajos, (Karimi and
Tahani, 2010, Nandi et al., 2009) se disen˜an patrones de movi-
miento para la articulacio´n de la rodilla de pro´tesis activas uti-
lizando te´cnicas propias de la robo´tica bı´peda como la genera-
cio´n de trayectorias basada en captura de movimiento humano.
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En proyectos desarrollados recientemente, (Hobara et al., 2013,
Wentink et al., 2013, Xie et al., 2010) se evidencia la necesidad
de utilizar actuadores de impedancia variable en el disen˜o de
las pro´tesis, puesto que la marcha humana esta´ compuesta de
distintas fases y ciclos, en los que la rigidez de la articulacio´n
debe ser variable en el tiempo para permitir al paciente un ciclo
de marcha que se aproxime al normal, (Lee et al., 2012).
La cinesiologı´a de la marcha es la rama de la biomeca´nica que
se encarga de deﬁnir la marcha humana, distinguir las fases y
ciclos de la marcha. Adema´s, determina las fuerzas que inter-
vienen en un ciclo de marcha completo, (Cifuentes et al., 2010).
Con base en esta informacio´n, algunos investigadores abordan
el disen˜o e implementacio´n de pro´tesis de miembro inferior te-
niendo en cuenta los distintos modelos dina´micos de la mar-
cha humana, (Ferris et al., 2012, Pejhan et al., 2008, Whittlesey
et al., 2000). Sin embargo, en estos trabajos no se dispone de
una plataforma computacional que permita simular las fuerzas
que intervienen durante el ciclo de marcha y el ajuste de los
para´metros dina´micos de la pro´tesis se realiza experimental-
mente. Surge entonces la pregunta ¿Existe alguna herramien-
ta software, que permita modelar y simular el comportamiento
dina´mico de una pro´tesis sometida a restricciones geome´tricas
y fı´sicas?.
Para responder esta pregunta, se hizo un estudio sobre el esta-
do del arte en simuladores que permitan modelar y simular el
comportamiento dina´mico de una pro´tesis de pierna. Los resul-
tados obtenidos se pueden resumir en la tabla 1. Ahı´, se pre-
senta una lista de herramientas software que permiten simular
el comportamiento dina´mico de sistemas meca´nicos. Algunas
ScienceDirect
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de ellas como ODE o Bullet son librerı´as que el usuario integra
desde un programa escrito en C o C++. Physion o Box2D son
entornos de simulacio´n 2D orientados a la ensen˜anza de la fı´si-
ca. Otras herramientas como Webots, VRep, Morse o Gazebo
son complejos entornos gra´ﬁcos para simulacio´n de robots. La
caracterı´stica comu´n de las herramientas anteriormente men-
cionadas es que no entregan las ecuaciones que rigen el com-
portamiento dina´mico de la cadena cinema´tica que se modela.
Aparece entonces otro interrogante ¿En que´ situaciones se re-
quiere conocer explı´citamente estas ecuaciones?.
En el caso del disen˜o de pro´tesis activas, estas ecuaciones son
un insumo fundamental para el disen˜o del sistema de control
de los actuadores de la pro´tesis. Despue´s del estudio anterior se
concluye que no existe en el mercado una herramienta softwa-
re que permita al mismo tiempo modelar, simular y sintonizar
un controlador para el disen˜o de pro´tesis activas. Es por esta
razo´n, que en este trabajo se presenta el desarrollo de un mode-
lo dina´mico para la simulacio´n y control de una pro´tesis activa
de pierna en el entorno de programacio´n MATLAB c©.
Tabla 1: Herramientas software para simulacio´n de sistemas meca´nicos.
ODE www.ode.org
Bullet bulletphysics.org
Physics developer.nvidia.com
Webots www.cyberbotics.com
VRep www.coppeliarobotics.com
En este artı´culo se explica el desarrollo y simulacio´n del modelo
meca´nico de una pro´tesis de pierna, para ello las piernas y la
cadera de un ser humano, se modelaron como el robot bı´pedo
planar, ilustrado en la Figura 1. Dicho robot tiene 7 grados de
libertad, uno a nivel de cada cadera, uno a nivel de cada rodilla,
uno a nivel de cada tobillo y uno entre la cadera y la rodilla de
la pierna derecha que emula una pro´tesis.
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Figura 1: Robot Bı´pedo planar con pro´tesis de pierna
El modelo utilizado para simular el sistema descrito anterior-
mente tiene dos componentes principales. El primero describe
la interaccio´n entre los cuerpos del robot y el segundo calcula
las fuerzas de reaccio´n entre el pie y el suelo. Con respecto al
segundo componente la principal diﬁcultad viene de la multi-
plicidad de contactos entre el pie y el suelo. En el caso de un
robot con pies rectangulares que se desplaza sobre un terreno
libre de obsta´culos el pie que entra en contacto con el suelo
puede generar nueve tipos de impacto diferentes: sobre uno de
los cuatro ve´rtices del pie, sobre una de las cuatro aristas o co-
mo un contacto entre dos superﬁcies planas. El modelo de si-
mulacio´n comprende el ca´lculo del vector de aceleraciones ge-
neralizadas y el ca´lculo del vector de fuerzas de reaccio´n entre
el pie y el suelo. Estas fuerzas, a diferencia de las aceleracio-
nes generalizadas, deben satisfacer dos restricciones unilatera-
les, representadas por desigualdades matema´ticas. La primera,
la componente normal del vector de fuerzas de reaccio´n debe
ser no negativa. Esta componente impide que el pie atraviese el
suelo pero no puede impedir que este pierda contacto. La se-
gunda, la magnitud de las componentes tangenciales del vector
de fuerzas de reaccio´n debe ser menor o igual al producto entre
el coeﬁciente de friccio´n y la fuerza normal. Este modelo inte-
gra las caracterı´sticas del paciente (robot bı´pedo) y la pro´tesis.
Puede ser usado como una evaluacio´n preliminar que permi-
ta ajustar los para´metros dina´micos de la pro´tesis, antes de su
implementacio´n.
Este documento esta´ compuesto de cuatro partes. En la primera
parte se describen los conceptos ba´sicos de la marcha. En la
segunda parte la simulacio´n de una pro´tesis pasiva de pierna
es presentada. En la tercera parte el modelo biomeca´nico de la
pro´tesis de pierna es desarrollado. La parte ﬁnal esta´ dedicada
a conclusiones y perspectivas.
2. Descripcio´n de la Marcha Humana
El ana´lisis del movimiento humano desde la perspectiva de la
biomeca´nica, parte de una concepcio´n mecanicista que conside-
ra el cuerpo humano como un sistema formado por una serie de
segmentos sobre los cuales actu´an fuerzas externas e internas.
Este sistema puede analizarse mediante dos tipos ba´sicos de en-
foques: el primer planteamiento, se basa fundamentalmente en
el ana´lisis cinema´tico del movimiento humano. El segundo en-
foque, profundiza en las capacidades ela´sticas y deformadoras
de los materiales biolo´gicos que componen el cuerpo, (Cifuen-
tes et al., 2010).
En el proceso de locomocio´n bı´peda el cuerpo se mueve de for-
ma erguida hacia adelante, siendo su peso soportado alternativa-
mente por ambas piernas. Mientras el cuerpo se desplaza sobre
la extremidad soporte, la otra pierna se balancea como prepara-
cio´n para el siguiente apoyo. Siempre un pie se encuentra sobre
el piso, y en el periodo de transferencia del peso del cuerpo de
la pierna de soporte a la otra, existe un breve lapso de tiempo en
el cual ambos pies descansan simulta´neamente sobre el suelo.
Al aumentar la velocidad de la marcha, los periodos bipodales o
de doble soporte se tornan ma´s cortos, hasta que el sujeto even-
tualmente comienza a correr, siendo ası´ reemplazados por lap-
sos breves de tiempo en los que ambos pies se encuentran en el
aire. El plano sagital se identiﬁca con el plano de progresio´n de
movimiento; los movimientos ma´s importantes de las articula-
ciones que permiten la caminata ocurren en este plano, aunque
se requieren movimientos adicionales en el plano frontal para
lograr un adecuado balance y en el plano transversal para me-
jorar la eﬁciencia energe´tica de la caminata, (Chevallerau et al.,
2009).
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Figura 2: Ciclo de marcha humana
Durante un ciclo de marcha completo cada pierna pasa por una
fase de apoyo, durante la cual el pie se encuentra en contac-
to con el suelo y por una fase de oscilacio´n, en la cual el pie se
halla en el aire mientras se desplaza hacia adelante como prepa-
racio´n para el siguiente apoyo, como se muestra en la Figura 2.
La fase de apoyo (stance phase) comienza con el contacto ini-
cial y ﬁnaliza con el despegue del antepie´. Se destacan cinco
momentos a saber: contacto inicial, inicial de apoyo o de res-
puesta de carga, media del apoyo, ﬁnal del apoyo y previa a la
oscilacio´n. La fase de oscilacio´n (swing phase) transcurre desde
el instante de despegue del antepie´ hasta el contacto con el suelo
y la constituyen tres momentos: inicial de oscilacio´n, media de
la oscilacio´n y ﬁnal de la oscilacio´n, (Ivancevic and Ivancevic,
2008).
3. Modelado y simulacio´n de una pro´tesis pasiva de pierna
En esta seccio´n se presenta el modelo matema´tico de la pro´tesis
pasiva de pierna mostrada en la Figura 3. Para el modelado se
consideraron dos coordenadas generalizadas. La primera, deno-
tada q0, es la distancia entre el suelo y el centro de gravedad del
cuerpo inferior de la pro´tesis. La segunda, denominada q1, es la
distancia entre el suelo y el cuerpo superior de la pro´tesis. Di-
chos cuerpos interactu´an a trave´s de una articulacio´n prisma´tica
accionada por un sistema resorte-amortiguador pasivo. El obje-
tivo de este sistema pasivo es absorber los impactos que se ge-
neran en el momento en que la pro´tesis entra en contacto con el
suelo.
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Figura 3: Pro´tesis pasiva de pierna
3.1. Modelo de balanceo
En base las leyes de Newton se puede obtener el modelo de la
pro´tesis cuando e´sta no esta´ en contacto con el suelo ( fn = 0)
q¨0 = +
k
m0
(q1 − q0 − dm) − βm0 (q˙0 − q˙1) − g
q¨1 = − km1 (q1 − q0 − dm) −
β
m1
(q˙1 − q˙0) − g
(1)
Siendo m0 la masa del cuerpo que representa la pro´tesis, m1 la
masa del cuerpo que representa el conjunto paciente-mun˜o´n, k
la constante ela´stica del resorte, l0 su elongacio´n en reposo, β
el coeﬁciente de viscosidad del amortiguador y g la aceleracio´n
gravitacional. dm ≡ d2+d4+l0 es la distancia entre los centros de
gravedad de los cuerpos de la pro´tesis cuando el resorte esta´ en
su elongacio´n en reposo. Las distancias d2 y d4 se detallan en la
Figura 3.
3.2. Modelo de contacto
Cuando la pro´tesis se encuentra en contacto con el suelo el mo-
delo resultante es similar a (1), siendo la u´nica diferencia entre
estos la aparicio´n de una fuerza de reaccio´n fn no nula
q¨0 = +
k
m0
(q1 − q0 − dm) − βm0 (q˙0 − q˙1) − g +
fn
m0
q¨1 = − km1 (q1 − q0 − dm) −
β
m1
(q˙1 − q˙0) − g
(2)
Si la pro´tesis esta´ en contacto permanente con el suelo q0 = d1,
q˙0 = 0 y q¨0 = 0. En tal caso la ecuacio´n (2) se puede reescribir
como:
q¨0 = 0
q¨1 = − km1 (q1 − d1 − dm) −
β
m1
q˙1 − g
(3)
Los modelos (1) y (3) permiten determinar respectivamente el
comportamiento de la pro´tesis en las fases de balanceo y de
contacto pero no el instante en que ocurre el impacto.
3.3. Modelo de impacto
Para modelar los impactos se utilizara´ la ley de restitucio´n New-
ton, (Landau and Lifshitz, 1978). La cual conlleva a disconti-
nuidades en las velocidades normales de los puntos de contacto.
Para explicar matema´ticamente estas discontinuidades las fuer-
zas de reaccio´n que se generan durante el instante del impacto
deben suponerse impulsionales (las fuerzas impulsionales ge-
neran aceleraciones impulsionales que cuando son integradas
producen velocidades discontinuas), (Rengifo, 2011). Alrede-
dor del instante del impacto, t = ti , la fuerza de reaccio´n se
supone igual a pnδ(t − ti). Siendo pn la magnitud de la impul-
sio´n y δ(t − ti) la distribucio´n de Dirac.
En el instante del impacto se satisfacen las siguientes condicio-
nes q0 = d1 y q˙0 < 0. Al aplicar la ley de restitucio´n de Newton
se obtiene:
q˙0(t+i ) = − q˙0(t−i ) (4)
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Donde  es el coeﬁciente de restitucio´n entre la base de la pro´te-
sis y el suelo. q˙0(t−i ) y q˙0(t
+
i ) son respectivamente las velocida-
des del cuerpo de base un instante inﬁnitesimal justo antes y
justo despue´s del impacto. La ecuacio´n (4) no constituye un
modelo completo de la fase de impacto dado que no permite
determinar q˙1(t+i ) (la velocidad con respecto al suelo del cuerpo
de la pro´tesis que esta´ en contacto con el mun˜o´n). Para obtener
dicha velocidad se integra (2) alrededor del instante del impac-
to. Al anular la integral de los te´rminos constantes y de aquellos
que dependen u´nicamente de las posiciones y de las velocidades
se obtiene:
∫ t+i
t−i
[
q¨0
q¨1
]
dt =
∫ t+i
t−i
[ pn
m0
δ (t − ti)
0
]
dt
Al aplicar el teorema fundamental del ca´lculo y las propiedades
de la distribucio´n de Dirac se obtiene
q˙0(t+i ) − q˙0(t−i ) =
pn
m0
(5)
q˙1(t+i ) − q˙1(t−i ) = 0 (6)
De (4) y (6) se obtiene el modelo de impacto
q˙0(t+i ) = − q˙0(t−i )
q˙1(t+i ) = q˙1(t
−
i )
(7)
Una primera conclusio´n que se puede obtener del modelo ante-
rior es que el sistema resorte-amortiguador, independientemen-
te de su parametrizacio´n garantiza la continuidad de q˙1 durante
el impacto.
3.4. Ca´lculo de las constantes del resorte y del amortiguador
La constante k del resorte debe garantizar que cuando este´ com-
primido al 80% de su elongacio´n de reposo ejerza una fuerza
igual al peso m1 g (m1 se obtiene sumando la masa del cuer-
po superior de la pro´tesis ma´s la mitad del masa de la perso-
na que la porta). Lo anterior signiﬁca que al reemplazar q1 =
d1 + d2 + d4 + 0.8 l0 y q˙1 = 0 en (3), la aceleracio´n resultante q¨1
debe ser cero. Al despejar k se obtiene
k =
m1 g
0.2 l0
Para el ca´lculo de β se aplica el cambio de variable x  q1 −
d1−dm−m1 g/k a la ecuacio´n (3) con el ﬁn de obtener el modelo
cla´sico de un sistema masa-resorte-amortiguador
x¨ + 2 ξ ωn x˙ + ω2n x = 0
Do´nde, ωn =
√
k
m y ξ =
β
2
√
m k
. La constante β del amorti-
guador debe garantizar que el coeﬁciente de amortiguamiento
ξ sea lo suﬁcientemente alto como para impedir que el impacto
de la pro´tesis con el suelo genere oscilaciones en la articula-
cio´nprisma´tica por un periodo de tiempo prolongado. El valor
nume´rico de β se obtiene ﬁjando el coeﬁciente de amortigua-
miento en ξ =
√
2/2.
3.5. Resultados nume´ricos
En la Figura 4 se muestra el sistema a eventos discretos utili-
zado para simular las fases de balanceo, contacto e impacto de
la pro´tesis presentada en la Figura 3. Si por ejemplo, el siste-
ma inicia en la fase de balanceo, la ecuacio´n (1) se resuelve
utilizando un algoritmo de integracio´n nume´rica de ecuaciones
diferenciales como el de Runge-Kutta. Cuando se detecta una
colisio´n entre la base de la pro´tesis y el suelo (q0 = d1 y q˙0 < 0),
la integracio´n nume´rica se interrumpe y se aplica el modelo de
impacto descrito por (7). Las velocidades obtenidas a partir de
dicho modelo se utilizan como condiciones iniciales para reini-
ciar el algoritmo de integracio´n, bien sea aplicando el modelo
para la fase de balanceo (1) o el modelo para la fase de contac-
to (3). Si q˙0(t+i ) > 0 se aplica el modelo de balanceo, en el caso
contrario el modelo de contacto (3). Se resalta que despue´s del
impacto el valor obtenido de q˙0(t+i ) debe ser no negativo para
evitar que en la simulacio´n la pro´tesis penetre el suelo.
Modelo de
Modelo de
impacto (7)
Modelo de
contacto (3)
balanceo (1)
q0 > d1
q0(t+i ) > 0
q0 = d1 y q˙0 < 0
q0(t+i ) = 0
Figura 4: Sistema a eventos discretos utilizado para simular las fases de balan-
ceo, contacto e impacto de la pro´tesis.
A continuacio´n se presentan los valores nume´ricos utilizados
para la simulacio´n del modelo de la pro´tesis: d1 = 0.15m, d2 =
0.15m, d3 = 0.09m, d4 = 0.01m, l0 = 0.15m, m0 = 1kg,
m1 = 40kg, g = 9.81m/seg2,  = 0. Como condiciones ini-
ciales se utilizaron q0 = 0.25m (la base de la pro´tesis a 0.1m
por encima del suelo), q1 = 0.56m (el resorte en su elonga-
cio´n de reposo), q˙0 = 0, q˙1 = 0. La Figura 5(a) muestra que
para t > 0.143seg la variable q0 toma un valor constante de
0.15m. Lo anterior signiﬁca que despue´s del impacto la base de
la pro´tesis permanece en contacto con el suelo. Adicionalmen-
te, se debe asegurar que despue´s del impacto el resorte no se
comprima ma´s alla´ del 40% de su elongacio´n de reposo, va-
lor a partir del cual se considera que este se comporta como un
cuerpo rı´gido. Cuando la pro´tesis se encuentra en contacto con
el suelo y el resorte se encuentra comprimido en un 40%, el
valor de q1 deberı´a ser igual d1 + d2 + 0.6 l0 + d4 = 0.4m. En
la Figura 5(a) se veriﬁca que despue´s del impacto q1(t) toma
valores por encima de 0.4m.
La Figura 5(b) conﬁrma que el sistema resorte-amortiguador
garantiza la continuidad de q˙1 alrededor del instante del im-
pacto (ver (6)). En dicha ﬁgura se muestra que despue´s de la
colisio´n entre la pro´tesis y el suelo q˙1 disminuye 1.4m/s en un
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intervalo de tiempo de aproximadamente 0.05 segundos, lo cual
es equivalente a una desaceleracio´n de −2.85g, siendo g la cons-
tante de aceleracio´n gravitacional. Al aumentar el coeﬁciente de
amortiguamiento se disminuye el tiempo requerido para disi-
par la energı´a asociada al impacto; sin embargo una desacelera-
cio´n excesiva no es aconsejable porque podrı´a generar lesiones
(edemas) en el mun˜o´n, (Colombo et al., 2010). Por otro lado,
un coeﬁciente de amortiguamiento muy bajo conlleva a dos in-
convenientes. El primero, un comportamiento oscilatorio de la
pro´tesis y el segundo una posible compresio´n del resorte ma´s
alla´ de su rango ela´stico.
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Figura 5: Comportamiento cinema´tico de la pro´tesis
El enfoque a eventos discretos utilizado en esta seccio´n es difı´cil-
mente extensible a sistemas ma´s complejos. La principal limi-
tante viene del aumento en el nu´mero de estados a medida que
se incrementa la cantidad de puntos de contacto. Por ejemplo,
para el robot presentado en la Figura 1, se consideran cuatro
puntos de contacto, dos por cada pie. Considerando que cada
punto puede estar: (i) sin contacto con el suelo, (ii) en contac-
to con deslizamiento, o (iii) en contacto sin deslizamiento, el
nu´mero total de estados asociado a las fases de balanceo y de
contacto es de 34 = 81. Sin embargo, al considerar que cuando
los extremos anterior y posterior de un mismo pie esta´n en con-
tacto con el suelo, estos no pueden estar en estados diferentes, el
nu´mero de posibilidades se reduce a 49. A estos estados se de-
ben adicionar los relacionados con el instante del impacto. Para
el modelado de sistemas con numerosos puntos de contacto se
han propuesto formulaciones basadas en el problema lineal de
complementariedad, (Cottle et al., 1992), unas en tiempo con-
tinuo, (Pang and Trinkle, 1996) (enfoque aceleracio´n-fuerza) y
otras en tiempo discreto, (Anitescu et al., 1999) (enfoque velo-
cidad impulsio´n). En la actualidad se privilegia el uso del se-
gundo enfoque debido a que este no requiere una formulacio´n
independiente para modelar los impactos, y que no se requiere
detectar las transiciones entre contactos con y sin deslizamien-
to, (Acary and Brogliato, 2008).
3.6. Consideraciones para el disen˜o de una pro´tesis de pierna
por encima de la rodilla
Para imitar la fase de oscilacio´n de las extremidades inferiores
y mantener el equilibrio del cuerpo, la pro´tesis debe ser estable
durante la fase de apoyo y el movimiento de ﬂexio´n y extensio´n
controlable durante la fase de oscilacio´n, (Xie et al., 2010). La
pro´tesis debe simular la marcha humana normal, tener la ca-
pacidad de controlar la elevacio´n del talo´n en la fase inicial, de
giro libre en la etapa media de la fase de oscilacio´n, y oscilacio´n
hacia adelante durante la etapa ﬁnal de la fase de oscilacio´n.
El control del par en la articulacio´n de la rodilla es el factor
clave que afecta el desempen˜o de la pro´tesis, (Xie et al., 2010).
Durante la fase de soporte, el par de la articulacio´n de la rodi-
lla debe ser suﬁcientemente grande para asegurar la estabilidad
de las pro´tesis. Durante la fase de oscilacio´n, la pro´tesis debe
extenderse y por otra parte, tener amortiguacio´n para evitar so-
brepasos en el instante del impacto. El problema ma´s difı´cil del
control de pro´tesis es asegurar la simetrı´a de la marcha entre la
pierna con pro´tesis y la pierna sana, (Kim and Oh, 2001).
Los dispositivos actuales para el control de par en la articula-
cio´n de la rodilla, el ma´s simple es el que tiene un coeﬁciente
de friccio´n constante. Sin embargo, el valor del par es variable
en un ciclo de la marcha. El ana´lisis biomeca´nico de la marcha
muestra que el par de la rodilla humana, cambia con la velo-
cidad de la marcha y las condiciones (inclinacio´n) del camino,
(Cifuentes et al., 2010).
El par ideal para la rodilla ideal debe cumplir con los siguientes
aspectos, (Jin et al., 1998):
1. Debe ser una funcio´n perio´dica para un ciclo de marcha.
2. Debe ajustar automa´ticamente el modo de funcio´n para
seguir el cambio del par en distintas velocidades de mar-
cha o estado (marcha esta´tica o dina´mica).
En la seccio´n 4 se presenta el modelo biomeca´nico de la pro´te-
sis de pierna, donde la cadera y las piernas del ser humano se
modelaron como un robot bı´pedo planar.
4. Modelo Matema´tico del Robot
La representacio´n Lagrangiana del modelo dina´mico directo en
tiempo continuo del robot bı´pedo, ver Figura 1, y la pro´tesis de
pierna es la siguiente:
q˙ = qv
A (q) · q˙v = B Γ − H (q, qv) + JTn (q) Fn + JTt (q) Ft
(8)
Siendo q ∈ IR10 y qv ∈ IR10 respectivamente los vectores de
posiciones y de velocidades generalizadas
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q 
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
gx0
gy0
q0
q1
...
q7
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
qv 
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
g x˙0
gy˙0
q˙0
q˙1
...
q˙7
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(9)
El vector q contiene las 7 posiciones articulares (q1, . . . , q7), la
posicio´n del sistema de referencia < x0, y0 > con respecto al re-
ferente < xg, yg >, y q0 la orientacio´n de la cadera con respecto
a la horizontal. Las posiciones q1, q3, q4, representan respectiva-
mente las articulaciones rotoides de la cadera, rodilla y talo´n de
la pierna derecha (pierna con la pro´tesis). De la misma forma,
las posiciones q5, q6, q7, representan las articulaciones rotoides
de la cadera, rodilla y talo´n de la pierna izquierda. La articula-
cio´n prisma´tica q2 es la distancia entre el mun˜o´n y la base de
la pro´tesis. La matriz A (q) ∈ IR10×10 es la matriz de inercia.
El vector H (q, qv) ∈ IR10 contiene el efecto de las fuerzas de
gravedad, centrifugas y de Coriolis. El vector Γ ∈ IR7 contie-
ne el par motor de cada una de las 7 articulaciones del robot.
La matriz B ∈ IR10×7 esta´ deﬁnida de tal manera que al multi-
plicarla por el vector Γ se obtiene un vector cuyas 3 primeras
componentes son cero, y las 7 siguientes son las componentes
de Γ. La matriz B indica que las 3 primeras coordenadas (posi-
cio´n y orientacio´n absolutas) no son accionadas directamente.
El modelo del sistema resorte amortiguador que constituye la
pro´tesis, se escribe
Γ2 = −k (q2 − d1 − d2) − βq˙2 (10)
Donde k es la constante de rigidez del resorte y β el coeﬁciente
de friccio´n viscosa. La ecuacio´n (10) representa la fuerza total
en el sistema resorte amortiguador. El vector Fn contiene las
fuerzas de reaccio´n normales ejercidas por el suelo sobre los
ve´rtices del pie que se encuentran en contacto con este. De la
misma manera, Ft contiene las fuerzas de reaccio´n debidas a
la friccio´n. Los vectores Fn y Ft cambian de dimensio´n a lo
largo del ciclo de marcha del robot. Ası´ por ejemplo, si el ro-
bot esta´ apoyado sobre los ve´rtices anterior y posterior del pie
izquierdo (ve´rtices 3 y 4 de la Figura 6), Fn y Ft estara´n con-
formados ası´ Fn =
[
fn3 fn4
]T
Ft =
[
ft3 ft4
]T
. En general:
Fn =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
fni
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Ft =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
...
fti
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , i ∈ Nv
Nv es el conjunto de los ve´rtices del pie que se encuentran en
contacto con el suelo. La dimensio´n de Fn y de Ft, denotada p,
es igual al nu´mero de elementos del conjunto Nv. La matrices
Jn (q) ∈ IRp×10 y Jt (q) ∈ IRp×10 permiten calcular las velocida-
des normales y tangenciales de los ve´rtices del pie en contacto
con el suelo. Dichas velocidades se denotan respectivamente
como φ˙ni y φ˙ti . Al agrupar las componentes φ˙ni y φ˙ti (i ∈ Nv) en
los vectores Φ˙n y Φ˙t se obtiene:
Φ˙n = Jn (q) qv
Φ˙t = Jt (q) qv
(11)
A nivel de cada pie se consideraron dos posibles puntos de con-
tacto, uno por cada ve´rtice de la cara inferior. La ubicacio´n de
estos ve´rtices denotados vi (i = 1 . . . 4) se presenta en la Fi-
gura 6. En el caso de un suelo plano y libre de obsta´culos es-
ta consideracio´n permite modelar todas las posibles formas de
contacto y de impacto entre el pie y el suelo. Los impactos con
el pie paralelo al suelo se modelan como la colisio´n simulta-
nea de los ve´rtices: anterior y posterior. El modelo descrito por
la ecuacio´n (8) comprende el ca´lculo del vector de aceleracio-
nes generalizadas y el ca´lculo del vector de fuerzas de reaccio´n
entre el pie y el suelo. Estas fuerzas, a diferencia de las acele-
raciones generalizadas, deben satisfacer dos restricciones uni-
laterales, representadas por desigualdades matema´ticas. La pri-
mera, la componente normal del vector de fuerzas de reaccio´n
debe ser no negativa. Esta componente impide que el pie atra-
viese el suelo pero no puede impedir que este pierda contacto.
La segunda, la magnitud de las componentes tangenciales del
vector de fuerzas de reaccio´n debe ser menor o igual al produc-
to entre el coeﬁciente de friccio´n y la fuerza normal. El modelo
dina´mico descrito por la ecuacio´n 8 esta´ constituido entonces
por un conjunto de ecuaciones diferenciales donde una parte de
las inco´gnitas esta´ sujeta a desigualdades matema´ticas, (Anites-
cu and Potra, 1997).
q4
yr
xr
x4
y4
q3
y3x3
Fn
b
v1 v2
q7
yl
xl
x7
y7
q6 y6
x6
Ft
v3 v4
Figura 6: Pies del robot
4.1. Modelo de tiempo discreto basado en el me´todo explı´cito
de Euler
Para resolver la ecuacio´n diferencial ordinaria (8) se discreti-
zara´ mediante el me´todo explı´cito de Euler. Esto signiﬁca que
la ecuacio´n diferencial que describe el modelo dina´mico direc-
to debe transformarse en una ecuacio´n en diferencias. Para ello
es necesario aproximar las derivadas de los vectores q y qv uti-
lizando una diferencia de primer orden
q(k+1) = q(k) + h · q(k)v
A · q(k+1)v = A q(k)v + h
[
B Γ − H + Jn F(k)n + Jt F(k)t
] (12)
q(k) y q(k)v representan respectivamente los valores de los vec-
tores q y qv en el instante tk. La constante h es deﬁnida como
h  tk+1 − tk. Las fuerzas normales de reaccio´n entre el pie y
el suelo deben satisfacer la siguiente ecuacio´n, conocida como
condicio´n de Signorini, (Moreau, 1988).
φ˙(k+1)ni ≥ 0 ⊥ f (k)ni ≥ 0, i ∈ Nv (13)
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La condicio´n (13) es interpretada de la siguiente manera : la
fuerza normal de reaccio´n calculada en el instante tk debe pro-
ducir una velocidad positiva o nula en el instante tk+1 con el ﬁn
de evitar la penetracio´n del pie en el suelo. La ecuacio´n (13) es
va´lida para el ca´lculo de las fuerzas de contacto y de impacto.
La condicio´n de complementariedad entre la fuerza tangencial
en el instante k y la velocidad tangencial en el instante k + 1 es,
(Moreau, 1988):
μ f (k)ni −
∣∣∣ f (k)ti
∣∣∣ ≥ 0 ⊥ φ˙(k+1)ti
φ˙(k+1)ti f
(k)
ti ≤ 0
i ∈ Nv (14)
La anterior ecuacio´n indica que si la magnitud de la fuerza tan-
gencial para el punto de contacto i es estrictamente menor a
μ f (k)ni , entonces velocidad tangencial φ˙
(k+1)
ti debe ser nula pa-
ra satisfacer la condicio´n de complementariedad impuesta por
el operador ⊥. Si la velocidad tangencial es no nula, enton-
ces la magnitud de la fuerza tangencial toma el valor ma´ximo
permitido por la ley de Coulomb que es μ f (k)ni . La desigualdad
φ˙(k+1)ti f
(k)
ti ≤ 0 asegura que la fuerza y la velocidad tangencial
tendra´n sentidos opuestos. Debe tenerse presente que φ˙(k+1)ni y
φ˙(k+1)ti dependen del vector de velocidades generalizadas q
(k+1)
v ,
y este a su vez de los vectores de fuerzas de reaccio´n F(k)n y
F(k)t (ver (12)). Lo anterior implica que las ecuaciones (13) y
(14) esta´n acopladas y que por lo tanto las fuerza normales y
tangenciales deben calcularse simulta´neamente para todos los
puntos de contacto i ∈ Nv.
A pesar de la facilidad en la interpretacio´n fı´sica de la ecua-
cio´n (14), esta no puede resolverse directamente sino que de-
be transformarse en el siguiente problema de optimizacio´n con
restricciones
Minimice:
∑
i∈Nv
[
mı´n
(
μ f (k)ni −
∣∣∣ f (k)ti
∣∣∣ , φ˙(k+1)ti
)]2
Sujeto a: φ˙(k+1)ti f
(k)
ti ≤ 0
(15)
La complejidad computacional del anterior problema de opti-
mizacio´n limita signiﬁcativamente la aplicabilidad de la ecua-
cio´n (14).
4.2. Intervalo de friccio´n tangencial
Con el objetivo de facilitar el ca´lculo de las fuerzas de friccio´n
tangenciales, estas sera´n descritas como la resta de dos escala-
res no negativos denotados b1i y b2i
fti = b1i − b2i
Si adicionalmente se impone que al menos uno de los escala-
res debe ser cero, entonces se obtiene | fti | = b1i + b2i . De esta
manera la desigualdad μ fni − | fti | ≥ 0 puede escribirse como
μ fni −b1i −b2i ≥ 0 la cual es lineal con respecto a las inco´gnitas
b1i y b2i . Al describir las fuerzas tangenciales de cada punto de
contacto como la resta de dos escalares no negativos, el ca´lculo
de estas se puede escribir como un problema lineal de comple-
mentariedad
μ f (k)ni − b(k)1i − b
(k)
2i
≥ 0 ⊥ λ(k)i ≥ 0
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ(k)i + φ˙
(k+1)
ti
λ(k)i − φ˙(k+1)ti
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≥ 0 ⊥
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b(k)1i
b(k)2i
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≥ 0
(16)
Si
∣∣∣φ˙(k+1)ti
∣∣∣  0 entonces λ(k)i debe ser mayor que cero para garan-
tizar que tanto λ(k)i + φ˙
(k+1)
ti como λ
(k)
i − φ˙(k+1)ti sean no negativos.
Sin embargo si λ(k)i > 0, entonces b
(k)
1i
+ b(k)2i debe ser igual a
μ f (k)ni . Lo anterior implica que cuando la velocidad tangencial
es no nula, la magnitud de la fuerza de friccio´n toma el ma´xi-
mo valor posible μ f (k)ni . Si b
(k)
1i
+ b(k)2i es estrictamente menor que
μ f (k)ni entonces λ
(k)
i debe ser cero. En tal caso la u´nica manera
de garantizar la no negatividad de +φ˙(k+1)ti y de −φ˙(k+1)ti es que
φ˙(k+1)ti sea cero. Con el ﬁn de simpliﬁcar la escritura de (16) se
deﬁnen las siguientes constantes ω 
[
1, −1
]
, e 
[
1, 1
]T
,
y bi 
[
b1i , b2i
]T
μ f (k)ni − eT · b(k)i ≥ 0 ⊥ λ(k)i ≥ 0
e · λ(k)i + ωT · φ˙(k+1)ti ≥ 0 ⊥ b(k)i ≥ 0
(17)
Con el objetivo de reescribir las ecuaciones (17) en forma ma-
tricial, se deﬁnen las siguientes matrices
E 
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e . . . 0
...
. . .
...
0 . . . e
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Ω 
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ω . . . 0
...
. . .
...
0 . . . ω
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (18)
En el caso del enfoque velocidad-impulsio´n la utilizacio´n de
las condiciones lineales de complementariedad conlleva a la si-
guiente formulacio´n
F(k)n ≥ 0 ⊥ Φ˙(k+1)n ≥ 0
λ(k) ≥ 0 ⊥ μ · F(k)n − ET · β(k) ≥ 0
β(k) ≥ 0 ⊥ E · λ(k) +ΩT · Φ˙(k+1)t ≥ 0
(19)
Para resolver (19) primero se deben expresar Φ˙(k+1)t y Φ˙
(k+1)
n en
funcio´n de q(k+1)v utilizando (11). Posteriormente, q
(k+1)
v se des-
cribe en te´rminos de F(k)t y F
(k)
n utilizando el modelo (12). Es
fundamental recalcar que el me´todo de integracio´n debe garan-
tizar una relacio´n lineal entre las velocidades q(k+1)v y las fuerzas
F(k)t y F
(k)
n con el ﬁn de que (19) sea un problema lineal de com-
plementariedad y no uno no lineal.
4.3. Simulacio´n
Para simular el comportamiento dina´mico del robot presenta-
do en la Figura 1 se desarrollo´ un programa en Matlab que
consta de dos etapas fundamentales. La primera consiste en re-
solver el problema lineal de complementariedad descrito por
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la ecuacio´n (19) y ası´ encontrar las fuerzas de reaccio´n F(k)n , y
F(k)t = Ω β
(k). Posteriormente estas fuerzas se inyectan en el mo-
delo (12) con el ﬁn de calcular q(k+1) y q(k+1)v . Durante el ciclo
de marcha se tuvo en cuenta para la simulacio´n la fase de apoyo
y la fase de oscilacio´n de la pierna con pro´tesis, la Figura 7 (a)
describe la posicio´n cartesiana de la cadera del robot (cuerpo
0) con respecto al referente < xg, yg > y la longitud del siste-
ma resorte-amortiguador con respecto al tiempo para la fase de
apoyo. Durante los primeros 200 ms el resorte de la pro´tesis
se comprime aproximadamente al 5% de su longitud inicial.
Cuando la pierna sana impacta el suelo (aproximadamente en
1.2 s), el resorte se estira, preparando a la pierna con pro´tesis
para despegar del suelo y entrar en la fase de oscilacio´n. La altu-
ra de la cadera varı´a, ya que no se hizo control de la orientacio´n
absoluta del robot y el par motor de las articulaciones 1 a 7 se
selecciono´ para compensar las fuerzas de gravedad. Adicional-
mente para la articulacio´n q2 se implemento´ un control PD para
aumentar la rigidez meca´nica.
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Figura 7: Comportamiento de la pro´tesis. Fase de Apoyo
Para la fase de oscilacio´n de la pierna con pro´tesis, la longitud
del resorte permanece constante como se muestra en la Figu-
ra 8, en el momento del impacto, el talo´n gira libremente y el
resorte se comprime, entrando en la fase de apoyo. Para am-
bas fases los valores de la constante del resorte y el coeﬁciente
de amortiguamiento viscoso permanecen constantes. Las Figu-
ras 7 y 8 muestran el cambio de longitud del resorte en las fase
de apoyo y oscilacio´n del ciclo de marcha, desde el punto de
vista biome´dico, se desea que el mun˜o´n no sufra cambios brus-
cos de velocidad, (Cifuentes et al., 2010). Esto es posible si se
dispone de una pro´tesis construida con dispositivos de impe-
dancia meca´nica variable, (Vanderborght et al., 2013), donde se
puede controlar el valor del coeﬁciente de friccio´n viscosa.
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Figura 8: Comportamiento de la pro´tesis. Fase de Oscilacio´n
5. Conclusiones y perspectivas
El modelo meca´nico de una pro´tesis de pierna por encima de la
rodilla se construyo´ a partir de la representacio´n de la cadera y
las piernas de un ser humano como un robot bı´pedo planar. A
partir del ana´lisis de las gra´ﬁcas obtenidas, se puede aﬁrmar que
los valores de la constante del resorte y el coeﬁciente de fric-
cio´n viscosa deben ser variables en el tiempo (en el caso de una
pro´tesis real), ası´ entonces en la fase de oscilacio´n se desea que
la pro´tesis se comporte como un sistema resorte-amortiguador
que no permita el movimiento del mun˜o´n, mientras que en el
instante del impacto se espera que la pro´tesis absorba la energı´a
del mismo y despue´s de la colisio´n un sistema que retorne ra´pi-
damente, sin cambios bruscos en la velocidad del mun˜o´n, a su
posicio´n de equilibrio esta´tico.
El desarrollo del simulador permitio´ sintetizar modelos dina´mi-
cos con restricciones de complementariedad y leyes de control
para el robot y la pro´tesis que no hubieran podido implementar-
se utilizando las herramientas software disponibles en el mer-
cado. Adema´s, se constituye como una herramienta de disen˜o
y validacio´n de para´metros dina´micos y algoritmos de control,
como una etapa previa a la construccio´n de la pro´tesis.
En el caso del enfoque velocidad-impulsio´n la discretizacio´n
del modelo dina´mico conlleva a que las simulaciones deban
ser realizadas a paso ﬁjo y no a paso adaptativo. Los me´todos
de paso ﬁjo, sin embargo, pueden requerir de taman˜os de paso
prohibitivamente pequen˜os con el ﬁn de asegurar la estabilidad
nume´rica de la solucio´n obtenida. Lo anterior claro esta´ implica
tiempos de simulacio´n excesivamente largos.
Se propone como trabajo futuro, la implementacio´n real de la
pro´tesis. En la actualidad se dispone de amortiguadores MR
(Magneto-Reolo´gicos), el Fluido Magneto-reolo´gico (MRF) en
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el amortiguador MR es un ﬂuido controlable. Mediante el con-
trol de la fuerza de un campo magne´tico externo, el MRF puede
cambiar de lı´quido a semi-so´lido, en milisegundos, para lograr
un amplio rango de control de amortiguacio´n y fuerza. El amor-
tiguador MR tiene un nu´mero de ventajas, tales como una es-
tructura simple, de pequen˜o volumen, respuesta inteligente y
bajo consumo de energı´a (menos de 50 W). Adema´s en caso
de interrupcio´n de energı´a, el amortiguador MR todavı´a pue-
de actuar como un dispositivo de disipacio´n de energı´a pasiva
(amortiguador viscoso), que sigue desempen˜ando su accio´n de
control.
English Summary
Biomechanical Model of a Prosthetic Leg
Abstract
This paper presents the biomechanical model of a prosthetic
leg. In order to study the change of speed in the joint prosthesis-
stump upon impact of the foot with the ground is modeled as a
spring-damper system, allowing demonstrate the need to build
the stump-prosthesis junction impedance devices mechanical
variable. This platform is also proposed with the aim of simu-
lating virtual representations to a patient with prosthesis, as a
stage prior to the actual implementation thereof.
Keywords:
Human gait, Biomechanical model, prosthesis, simulation.
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